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Motivation
On conside`re le syste`me
{
z˙(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,
z(0) = z0.
On observe z pendant un intervalle
de temps fini
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ (0, τ).
Proble`me inverse
Peut-on reconstruire z0 a` partir de y(t), t ∈ (0, τ) ?
Applications : Tomographie thermo-acoustique, assimilation de donne´es,
...
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K. Ramdani, M. Tucsnak et G. Weiss
Recovering the initial state of an infinite-dimensional system using
observers (Automatica, 2010)
D. Auroux et J. Blum
A nudging-based data assimilation method for oceanographic problems :
the Back and Forth Nudging (BFN) algorithm (Nonlin. Proc.
Geophys., 2008)
Un cas particulier
A : D(A)→ X tel que A∗ = −A,
C ∈ L(X,Y )
Notons Ψτ l’ope´rateur associant y a` z0 : y = Ψτz0.
(A,C) est exactement observable en temps τ ⇔ Ψτ est inversible.
Sous cette condition, le proble`me inverse est bien pose´
Ψτz0 = y(t) =⇒ z0 = Ψ−1τ y(t).
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Observateur direct
Notons A+ = A− γC∗C, γ > 0, et conside´rons le syste`me{
z˙+(t) = A+z+(t) + γC∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z+(0) = z+0 ∈ D(A).
e˙+(t) = z˙+(t)− z˙(t),
= A+z+(t) + γC∗y(t)−Az(t),
= A+ (z+(t)− z(t)) ,
= A+e+(t).
(A,C) exactement observable ⇒ stabilite´ exponentielle (Liu 1997).
Il existe M+ ≥ 1 et ω+ > 0 tels que
‖z+(t)− z(t)‖ ≤M+e−ω+t‖z+0 − z0‖, ∀ t ∈ [0, τ ].
Observateur direct = Approximation de l’e´tat final
L’observateur direct z+ tend vers z quand τ et t tendent vers l’infini.
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Observateur re´trograde
Notons A− = −A− γC∗C, γ > 0, et conside´rons le syste`me{
z˙−(t) = −A−z−(t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z−(τ) = z+(τ).
(A,C) exactement observable ⇒ stabilite´ exponentielle (Liu 1997).
Il existe deux constantes M− ≥ 1 et ω− > 0 telles que
‖z−(t)− z(t)‖ ≤M−e−ω−(τ−t)‖z+(τ)− z(τ)‖, ∀ t ∈ [0, τ ].
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D’apre`s la premie`re estimation de ‖z+(t)− z(t)‖, on a




τ suffisamment grand ?
L’observabilite´ exacte en temps τ implique α < 1, d’apre`s un re´sultat de
Ito, Ramdani et Tucsnak.
Remarque
En notant T+ et T− les semi-groupes engendre´s par A+ et A−, on voit
que α = ‖T−τ T+τ ‖.
K. Ito, K. Ramdani et M. Tucsnak
A time reversal based algorithm for solving initial data inverse problems
(Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S, 2011)
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z˙+n (t) = A
+z+n (t) + γC
∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z+1 (0) = 0,
z+n (0) = z
−
n−1(0), ∀ n ≥ 2.{
z˙−n (t) = −A−z−n (t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z−n (τ) = z
+
n (τ), ∀ n ≥ 1.
Alors avec α = ‖T−τ T+τ ‖ < 1, on a
‖z−n (0)− z0‖ ≤ αn‖z0‖ −→ 0, n→∞.
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Remarque
En prenant z+0 = 0, on a (α = ‖T−τ T+τ ‖ < 1)
z−(0)− z0 = −T−τ T+τ z0 ⇐⇒ z0 =
(
I − T−τ T+τ
)−1
z−(0)
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Dans le cas ge´ne´ral : Estimabilite´ dans les sens direct et re´trograde.





soient les ge´ne´rateurs des semi-groupes T+ et T− exponentiellement
stables.
Difficulte´s additionnelles
La construction (pratique) des ope´rateurs H± est difficile.
On ne sait pas comment choisir le temps d’observation τ .
On ne peut reconstruire que les e´le´ments de D(A).
Krstic, Guo et Smyshlyaev 2011,
Guo et Zhao 2011
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Ces de´finitions permettent de ge´ne´raliser le principe de Russell
Proposition (Ramdani et al. 2010)
Si (A,C) est estimable dans les sens direct et re´trograde, alors (A,C) est
exactement observable en tout temps τ tel que α = ‖T−τ T+τ ‖ < 1.
Dans cet expose´, A sera toujours le ge´ne´rateur d’un groupe, et C sera
toujours borne´. On a donc e´quivalence entre l’observabilite´ exacte et
l’estimabilite´ dans les sens direct et re´trograde.
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Algorithme ite´ratif → Ondes
ւ ց
Sans observabilite´ Maxwell
Perturbations : Line´aires, Non-line´aires
Sans observabilite´ : Convergence vers la partie observable.
Application aux ondes dans R3 et simulations
E´quation des ondes et de Schro¨dinger : Analyse nume´rique
(semi-discret, totalement discret) et simulations
E´quation de Maxwell (en collaboration avec Kim Dang Phung) :
E´tude du cadre fonctionnel, avec observation interne et frontie`re
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Le proble`me continu
Soient
H et Y deux espaces de Hilbert,
A0 : D(A0)→ H un ope´rateur auto-adjoint positif,
C0 ∈ L(H,Y ).
On conside`re l’e´quation de type ondes

w¨(t) +A0w(t) = 0, ∀ t ∈ [0,∞),
w(0) = w0 ∈ D(A0),








que l’on observe au travers de C0 sur l’intervalle de temps [0, τ ], avec
τ > 0
y(t) = C0w˙(t), ∀ t ∈ (0, τ).
Exemple : H = Y = L2(Ω), A0 = −∆ sur Ω ⊂ Rn, avec de “bonnes
conditions au bord” et C0 = χO la troncature a` O ⊂ Ω.
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C ∈ L(X,Y ), C = [0 C0] .
Le proble`me s’e´crit au premier ordre, avec A∗ = −A et C borne´.
Condition d’optique ge´ome´trique (Bardos, Lebeau et Rauch 1992)
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n (t) = γC
∗
0y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
w+n (0) = w
−
n−1(0), ∀ n ≥ 1,
w+0 (0) = 0,
w˙+n (0) = w˙
−
n−1(0), ∀ n ≥ 1,




n (t)− γC∗0 w˙−n (t) = −γC∗0y(t), ∀ t ∈ [0, τ ],
w−n (τ) = w
+
n (τ), ∀ n ≥ 0,
w˙−n (τ) = w
+
n (τ), ∀ n ≥ 0.
Si (A,C) est exactement observable en τ > 0, il existe un α < 1 tel que
pour tout N ≥ 1, on ait
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Analyse nume´rique
Question
Peut-on obtenir une estimation d’erreur pour l’algorithme totalement
discre´tise´ ?




















On prendra par exemple une approximation lisse de la fonction de
troncature sur O dans le cas classique.
Dans la suite
h sera le parame`tre de discre´tisation spatiale,
∆t sera le parame`tre de discre´tisation temporelle,
Nh,∆t sera le nombre (fini) d’ite´rations.
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Discre´tisation en espace par e´le´ments finis








tel qu’il existe M > 0, θ > 0 et h∗ > 0 tels que
‖πhϕ− ϕ‖ ≤Mhθ ‖ϕ‖ 1
2







, h ∈ (0, h∗).
Discre´tisation en temps par une me´thode d’Euler implicite
[0, τ ] est coupe´ en intervalles de taille ∆t > 0 : tk = k∆t, avec
0 ≤ k ≤ K. On approche la premie`re et seconde de´rive´e en temps a`
l’instant tk d’une fonction f par
f ′(tk) ≃ f(tk)− f(tk−1)
∆t
,
f ′′(tk) ≃ f(tk)− 2f(tk−1) + f(tk−2)
∆t2
.
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The´ore`me







×D(A0) et notons (w0,h,∆t, w1,h,∆t) la
reconstruction nume´rique de w0, w1).
En prenant Nh,∆t =
ln(hθ+∆t)
lnα ite´rations, il existe Mτ > 0, h
∗ > 0 et
∆t∗ > 0 tels que pour h ∈ (0, h∗) et ∆t ∈ (0,∆t∗)
‖w0 − w0,h,∆t‖ 1
2
+ ‖w1 − w1,h,∆t‖
≤Mτ
[
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Pour montrer ce the´ore`me, on
de´compose l’erreur
‖w0 − w0,h,∆t‖ 1
2
+ ‖w1 − w1,h,∆t‖
en trois parties, prenant en compte
le fait que l’on
1 stoppe les ite´rations,
2 discre´tise les observateurs,
3 prend des approximations
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Simulations nume´riques
Conside´rons l’e´quation de la corde sur (0, 1), avec vitesse constante e´gale
a` 1. On observe la vitesse de la corde sur le premier dixie`me de la corde,
pendant τ = 2 secondes.
Apre`s imple´mentation sous Matlab, nous regardons
La qualite´ de la reconstruction
L’influence du gain (parame`tre γ)
La robustesse au bruit
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γ = 10, h = 2.10−4, ∆t = 4.10−5 et 5% de bruit.
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Modification de l’erreur de reconstruction en fonction du gain, sans bruit.
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Robustesse de la reconstruction a` un bruit compose´ de sinuso¨ıdes de
fre´quence diffe´rente et d’ale´atoire uniforme : 5% et 15%.
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Ve´rification de l’ordre de convergence en ∆t et h.
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Simulations en 3D
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Sans observabilite´ exacte
Motivation
Dans certains cas pratiques, l’observabilite´ exacte du syste`me n’est
pas ve´rifie´e, mais on peut avoir acce`s a` des informations a priori sur la
donne´e a` reconstruire (placement, sens de propagation, etc.).
On suppose que A∗ = −A, C ∈ L(X,Y ) et τ > 0.{
z˙(t) = Az(t), ∀ t ≥ 0,
z(0) = z0.
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ (0, τ).
On ne suppose pas que (A,C) est exactement observable en temps τ .
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Conside´rons les syste`mes direct et re´trograde suivants

z˙+n (t) = A
+z+n (t) + γC
∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z+1 (0) = z
+
0 ,
z+n (0) = z
−
n−1(0), ∀ n ≥ 2.{
z˙−n (t) = −A−z−n (t)− γC∗y(t), ∀ t ∈ (0, τ),
z−n (τ) = z
+
n (τ), ∀ n ≥ 1.
avec A+ = A− γC∗C et A− = −A− γC∗C ge´ne´rateurs respectifs de
T
+ et T−.
On montre simplement que










, ∀ n ≥ 1.
Question






en fonction de n ?
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Rappelons que Ψτ ∈ L(X,L2([0,∞), Y ) est l’ope´rateur qui associe y a`
z0. On peut le re´e´crire, en notant S le groupe unitaire engendre´ par A
y(t) = (Ψτz0) (t) =
{
CStz0, ∀ t ∈ [0, τ ],
0, ∀ t > τ.
Proposition
On a la de´composition orthogonale
X = KerΨτ ⊕ (KerΨτ )⊥ = VNobs ⊕ VObs,
et cette de´composition est pre´serve´e par l’ope´rateur T−τ T
+
τ .
De plus, (KerΨτ )
⊥
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The´ore`me
Notons Π la projection orthogonale de X sur VObs = ImΦτ .
1 Pour tout z0, z
+
0 ∈ X, on a∥∥(I −Π) (z−n (0)− z0)∥∥ = ∥∥(I −Π) (z+0 − z0)∥∥ , ∀ n ≥ 1.
2 La suite (‖Π(z−n (0)− z0)‖)n≥1 est strictement de´croissante et
ve´rifie ∥∥Π (z−n (0)− z0)∥∥ −→ 0, n→∞.
3 De plus, la de´croissance est exponentielle, i.e. il existe une constante
α ∈ (0, 1), inde´pendante de z0 et z+0 , telle que∥∥Π (z−n (0)− z0)∥∥ ≤ αn ∥∥Π (z+0 − z0)∥∥ , ∀ n ≥ 1,
si et seulement si ImΦτ est ferme´ dans X.
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Proble`me
Calculer Π n’est pas facile !
Corollaire
Si z+0 ∈ VObs, on a ∥∥z−n (0)−Πz0∥∥ −→ 0, n→∞,
De plus, la de´croissance est exponentielle si et seulement si ImΦτ est
ferme´e dans X.
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Application
Tomographie Thermo-Acoustique (Gebauer et Scherzer 2008, Kuchment
et Kunyansky 2008) :
Les ondes dans R3.





w(x, t)−∆w(x, t) = 0,
w(x, 0) = w0(x),
∂
∂t
w(x, 0) = 0,
Ide´e : On se rame`ne en domaine borne´, sans observabilite´ exacte.
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w0 a son support dans Ω.
On observe la vitesse de l’onde
sur O, pendant un intervalle
de temps (0, τ) (τ bien choisi).
On borne le domaine
suffisamment loin : Ωτ+ .
On peut montrer que (w0, 0) est
dans l’espace observable VObs et
utiliser l’algorithme ite´ratif pour
reconstruire w0.
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Logiciels utilise´s : Gmsh / GetDP, discre´tisation spatiale par e´le´ments
finis et temporel par le sche´ma de Crank–Nicolson.
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Perturbations line´aires
Soit (A,C) un couple
estimable par (A+, H+),
estimable dans le sens re´trograde par (A−, H−).
Soit P ∈ L(X) un ope´rateur line´aire.
Question
Sous quelles conditions sur P a-t-on (A+ P,C)
estimable par (A+ + P,H+),
estimable dans le sens re´trograde par (A− − P,H−) ?
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On se place dans le cas simple A∗ = −A, C ∈ L(X,Y ), (A,C) est
exactement observable en un certain temps τ > 0 et P ∈ L(X).
Proposition
Pour tout γ > 0, si
‖P‖L(X) < −ω0(T+),
ou` ω0(T
+) le taux de croissance du C0-semi-groupe engendre´ par
A− γC∗C, alors
(A+ P,C) est estimable par (A+ P − γC∗C,−γC∗),
(A+ P,C) est estimable dans le sens re´trograde par
(−A− P − γC∗C,−γC∗).
En particulier, (A+P,C) est encore exactement observable en un certain
temps τP > 0.
Cette Proposition de´coule d’un The´ore`me plus ge´ne´ral qui autorise des
perturbations non-borne´es.
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Remarque
Rappelons que T+ ve´rifie
∃Mω ≥ 1, ω > 0, ‖T+t ‖ ≤Mωe−ωt, ∀ t ≥ 0.
L’estimation du C0-semi-groupe perturbe´ T
P engendre´ par
A+ P − γC∗C ve´rifie alors
‖TPt ‖ ≤Mωe(−ω+Mω‖P‖)t, ∀ t ≥ 0,




La Proposition pre´ce´dente permet alors d’ame´liorer la borne maximale
autorise´e pour la perturbation P .
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Perturbations non-line´aires
Une question naturelle concerne le cas des perturbations non-line´aires.
Plus exactement
Questions
Peut-on construire un observateur direct/re´trograde ?
Peut-on utiliser l’observateur direct/re´trograde du cas line´aire auquel
on ajoute la perturbation ?
Peut-on utiliser l’algorithme ite´ratif pour la reconstruction de donne´e
initiale ?
Baroun et Jacob 2009,
Couchouron et Ligarius 2003
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Soient
A le ge´ne´rateur d’un C0-semi-groupe sur X,
N : X −→ X un ope´rateur localement lipschitzien,
C ∈ L(D(A), Y ) tel que (A,C) soit estimable par (A+, H+).
On suppose que les syste`mes

z˙(t) = Az(t) +Nz(t), ∀ t ≥ 0,
z(0) = z0 ∈ D(A),
y(t) = Cz(t), ∀ t ∈ (0, τ),
et {
z˙+(t) = A+z+(t) +Nz+(t)−H+y(t), ∀ t ≥ 0,
z+(0) = z+0 ∈ D(A+),
sont bien pose´s et ve´rifie l’existence de deux constantes Mz0 ,Mz0,z+0
telles que
‖z(t)‖ ≤Mz0 , ‖z+(t)‖ ≤Mz0,z+0 , ∀ t ≥ 0.
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The´ore`me (Observateur direct)
Notons T+ le C0-semi-groupe exponentiellement stable engendre´ par A
+













ou` ω et Mω sont les constantes apparaissant dans ‖T+t ‖ ≤Mωe−ωt pour
tout t ≥ 0.
Alors il existe une constante M > 0 telle que





La de´monstration repose sur une ge´ne´ralisation a` la dimension infinie
d’un re´sultat de Dalla Mora, Germani et Manes (1997).
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Conclusion, proble`mes ouverts et perspectives
Conclusion
Inte´reˆt de l’algorithme.




Proble`mes non-re´versibles en temps.
Me´thode de construction des compensateurs H±.
Perspectives
Sans observabilite´ exacte avec C non-borne´.
Simulations nume´riques pour les e´quations de Maxwell.
Algorithme avec perturbations ale´atoires.
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